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ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ ПОСТРОЕНИЯ ТОЧНЫХ РЕШЕНИЙ 

УРАВНЕНИЙ ДВУМЕРНОЙ ГИДРОДИНАМИКИ  
НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ 

 
Предложен простой алгебраический метод построения точных ре-

шений уравнений двумерной гидродинамики несжимаемой жидкости.  
В случае невязкой жидкости задача сводится к последовательному ре-
шению трех линейных дифференциальных уравнений в частных произ-
водных, а в случае вязкой — к решению трех линейных дифференциаль-
ных уравнений в частных производных и одного обыкновенного диффе-
ренциального уравнения первого порядка. 

 
We propose a simple algebraic method for constructing exact solutions 

of equations of two-dimensional hydrodynamics of an incompressible fluids. 
The problem reduces to consecutively solution three linear partial differen-
tial equations for a nonviscous fluid and to solving three linear partial dif-
ferential equations and one first-order ordinary differential equation for a 
viscous fluid. 
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Динамика несжимаемых вязких потоков жидкости описывается 

уравнениями Навье — Стокса (НС). В режиме больших чисел Рей-
нольдса возникает турбулентность — одна из важнейших нерешен-
ных задач теоретической и математической физики. Результаты Като 
показывают, что двумерные  D2  уравнения НС глобально опреде-

лены в     ,;,0 20 RHC s  при 2s и при  T0 слабое решение 

уравнений DHC2 стремится к решению 2D-уравнения Эйлера в 
     .1;,0 20 RHTC s . В свою очередь, уравнение DHC3 локально опре-

делено в     20 ;,0 RHC s , при 2/5s и аналогично предыдущему его 

слабые решения приближаются к решениями 3D-уравнения Эйлера 
    30 ;,0 RHC s , где  определяется начальными данными (нормой) и 

внешними силами [2; 3]. Невязкий предел интенсивно исследовался в 
работах [4; 5]. Среди важнейших результатов можно отметить факт 
гамильтоновости D2 -уравнений Эйлера, доказанный Арнольдом [6], 
и результаты исследования симплектической структуры этих уравне-
ний [7]. В работах [8] и [9] было найдено представление пары Лакса 
для D2 -уравнения Эйлера, записанное в эйлеровых переменных. 
Позднее было построено представление Лакса и в евклидовых пере-
менных [10]. 
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В настоящей работе мы описываем удивительно простой, но эф-
фективный метод построения точных решений уравнений двумерной 
гидродинамики несжимаемой жидкости, применимый как к невязкой 
(уравнения Эйлера), так и вязкой жидкости (уравнения НС). 

Рассмотрим двумерную невязкую жидкость. Две компоненты ско-

рости xv  и yv  выражаются через функцию тока ),,( yxt   по фор-

мулам 

 , ,x yv v
y x

  
 
 

  (1) 

так что выполняется уравнение неразрывности 0vdiv . В этих пере-
менных двумерное уравнение Эйлера принимает вид 

 0,
t y x x y

        
  

    
  (2) 

где   означает двумерный лапласиан [11]. Равенство (2) представляет 
собой нелинейное уравнение, которое не относится к числу так назы-
ваемых интегрируемых (несмотря на наличие представления Лакса). 
Тем не менее для него можно развить процедуру построения точных 
решений. 

Теорема. Пусть  — гармоническая в области D  функция: 

0  , где   — двумерный лапласиан. Пусть теперь ),,( yxtF   — 
решение переопределенной системы линейных дифференциальных 
уравнений 

 ,F kF   
ln

,
F F F d k

F
t x y y x dt

     
  

    
  (3) 

где )(tk  — некоторая функция времени. Тогда функция 

 1 F     (4) 

удовлетворяет в D  уравнению (2), т. е. 

 

1 1 1 1 1 0.
t y x x y

        
  

      
Справедливость теоремы проверяется прямым вычислением.  

В дальнейшем будем ссылаться на выражения (3) и (4) как процедуру 
«одевания» 2D  уравнений Эйлера. Преобразование (4) похоже 
на преобразование Дарбу (ПД), применяемое в теории интегри-
руемых систем. Суть ПД заключается в нахождении решения пары 
Лакса   с заданным «затравочным» потенциалом (который, в свою 
очередь, является решением исследуемого нелинейного уравнения) 
и последующем использовании этого   для нахождения новых по-

тенциалов. 
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Сродство ПД с описанным выше преобразованием очевидно. В са-
мом деле, в качестве промежуточного шага необходимо решать два ли-
нейных уравнения с переменными коэффициентами (3), зависящими 
от гармонической функции  , которая может считаться «затравоч-

ным» потенциалом, поскольку удовлетворяет уравнению (2) и описы-
вает плоское (стационарное, если   не зависит от t ) потенциальное те-

чение. Новая функция тока 1  (4) будет уже описывать нестационар-

ное течение с завихренностью. 
Тем не менее это не преобразование Дарбу, поскольку линейная 

система (3) не является ],[ AL  — парой уравнения Эйлера (2). Условие 

совместимости уравнений (3) имеет вид 

 ,
dk

k F
dt

      (5) 

где .
F F

x y y x

 


   
 
   

 Используя (3) и факт гармоничности  , 

можно переписать условие (5) в другом виде: 

 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

1
2

F F F dk
F

x y x y y x x y dt

       
   

       

   
   
   

.  (6) 

Замечание. В систему (3) входит вспомогательная функция вре-

мени )(tkk  . Ее величина не фиксирована, а определяется формой 

гармонической функции  . В частности, не для всякой гармониче-

ской   система (3) совместна, т. е. не для всякой   существует 

)(tkk   такая, что система (3) имеет решение. Сейчас мы покажем, 

этот элементарный подход неожиданно оказывается достаточно эф-
фективным для построения точных решений двумерного уравнения 
Эйлера. 

Рассмотрим гармоническую функцию в виде NNNN YAX , где 

NA  — постоянная    11  NN  матрица с элементами ika , а i  и k  

пробегают от нуля до N . Вид матрицы NA  определяется путем подста-

новки N  в уравнение 0 N . Ниже мы приводим несколько при-

меров матриц при различных N : 

 00 01
1

10 11

,
a a

A
a a


 
 
 

 
00 01 02

2 10 11

02

0 ,
0 0

a a a

A a a

a





 
 
  
 
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00 01 02 30

10 11 30 13
3

02 03

30 13

3
3 0 0

0 0

,

a a a a

a a a a
A

a a

a a




 



 
 
 
 
 
 

 

00 01 02 30 04

10 11 30 13

4 02 03 04

30 13

04

3 0
3 6 0 0

0 0 0
0 0 0 0

.

a a a a a

a a a a

A a a a

a a

a



   



 
 
 
 
 
 
 
 

 (7) 

Число свободных параметров  NM  (т. е. число независимых эле-

ментов в матрицах NA ) определяется следующим образом: если N  не-

четное число, то  12)(  NNM , а если N  четное число, то 

12)(  NNM . Такая функция тока служит лишь вспомогательным 
средством для вычисления поля скоростей. Поскольку после диффе-
ренцирования по пространственным переменным коэффициент 00a  

обращается в нуль, не теряя общности, можно положить 000 a , что 

мы и будем подразумевать в дальнейшем. Остальные коэффициенты 
следует рассматривать как функции времени )(taa ijij  . Подставляя 

N  в систему дифференциальных уравнений (3), находим функцию 
F , после чего по формуле (4) вычисляем соответствующую 1,N . 

В качестве простого примера положим consta 11  и consta 02 . 

Производя вышеуказанные вычисления, находим 

   0 cos ,a t a t     0
11

02

cosh sinh ,
2
a

b t a t t
a

      

где 0a  — постоянная интегрирования, а 2 2
11 024a a   . Что же до  tc , 

то удобно считать        10 01a t b t a t a t , что дает constc  , причем 

можно без потери общности, выбрать 0c . Отметим, что решение 
(10) не сингулярно, а      2 2k t a t b t   . Тем же самым методом можно 

строить и решения, описывающие потенциальные течения. 
Вышеописанная методика легко обобщается на случай двумерного 

течения несжимаемой вязкой жидкости, описываемой уравнением 

 

2 ,
t y x x y

    
 

    
   

       (8) 

где   — кинематическая вязкость. Пусть   — гармоническая в облас-

ти Dфункция: 0 . Пусть теперь  yxtF ,,  — решение переопре-
деленной системы нелинейных дифференциальных уравнений 

   ,F u t F     ,
F F F

U u F
t x y y x

     
  

    
  (9) 

где  u t  удовлетворяет обыкновенному дифференциальному уравнению 
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    2 ,
u t

uU u u
t




 


  (10) 

а  U u  — произвольная функция от своего аргумента. Тогда функция 

1 F    удовлетворяет в D  уравнению (8): 

 

21 1 1 1 1
1.

t y x x y

    
 

    
   

      
В качестве простейшего примера рассмотрим «одевание» на нуле-

вом фоне 0 . Решая систему (9), находим 

 
      

2 2

1 1 2sin cos ,a b t
Ke C ax by C ax by




 
   

 
где 1 2,K ,a,b,C  — произвольные постоянные. Разумеется, это простое и 

известное решение. Мы привели его только для демонстрации работо-
способности метода. 

Теперь рассмотрим случай 1N . По аналогии с уравнением (8) 
можно построить решение (9) вида 

         1 1 2( ) sin cos sin cos ,A t y t x t t g t g          (11) 

где   g R xcos y sin f t ,      U u u;  2u R const;         A t , t , f t  — 

произвольные функции;   — произвольная постоянная, а функции 

   1 2t , t   ищутся из системы обыкновенных дифференциальных 

уравнений 

 
        21

1 2sin ,
d t df t

R R A t t
dt dt


        

 
 
 

 

 
        22

2 1sin .
d t df t

R R A t t
dt dt


        

 
 
 

 

Разумеется, подобно уравнению (8) можно построить суперпози-
цию произвольного числа синусов и косинусов вместо выражения (11). 
Это наблюдение является следствием линейности уравнений (9) и ли-
нейности преобразуемой функции   по пространственным перемен-

ным. В частном случае       / sindf t dt A t t    находим 

          2

1 1 2( ) sin cos 0 sin 0 cos ,R tA t y t x t e g g         

где 2,1  — постоянные интегрирования.  

Сравнивая уравнения (8) и (9), видим, что учет вязкости приводит, 
как следовало ожидать, к появлению дополнительного экспоненциаль-
ного множителя описывающего диссипацию. 

Таким образом, уравнения двумерной гидродинамики несжимае-
мой жидкости допускают простой алгебраический метод построения 
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точных решений. В данной работе мы ограничились демонстрацией 
простейших решений отдельно для случаев невязкой и вязкой жидко-
сти. Не вызывает никаких сомнений то, что с помощью вышеописанной 
методики можно построить множество значительно более сложных и 
интересных с физической точки зрения решений. 
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